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Investigando raizes reais de polindmios: uma
abordagem com o teorema de Bolzano.

Investigating real roots of polynomials: an approach
using Bolzano's theorem.

Carlos Kleber Alves do Nascimento

RESUMO

A busca pelas raizes reais de um polinbmio € um problema classico da Matematica
e de fundamental importancia para a resolugado de diversos problemas do Ensino
Médio. Assim, este artigo reune trés teoremas que facilitam essa busca, com
destaque para o Teorema de Bolzano, o Teorema das Raizes Racionais e a Regra
de Sinais de Descartes por meio da qual é possivel estabelecer um limite superior
para o numero de raizes reais positivas ou negativas, considerando suas
multiplicidades, apenas analisando o numero de variagdes de sinais na sequéncia
dos seus coeficientes reais.

O artigo evidencia que a utilizagdo conjunta desses teoremas pode constituir um
instrumento didatico para estudantes do Ensino Médio na investigagdo das raizes
reais de um polindbmio com coeficientes reais. Entre os resultados apresentados,
destaca-se o Teorema de Bolzano, que, em condicbes adequadas, garante a
existéncia de pelo menos uma raiz real em um determinado intervalo. A fim de
facilitar a compreensao dos teoremas sado apresentadas as defini¢des de polinémio,
valor numérico e raiz real, seguidos de alguns exemplos e aplicagdes.

Além disso, séo discutidas as relagbes entre as raizes reais de um polindbmio e as
abscissas dos pontos em que o grafico intersecta o eixo das abscissas. Assim, o



artigo apresenta uma abordagem didatica, utilizando exemplos de resolu¢cdo de
equagdes e suas respectivas interpretacdes geométricas, com o objetivo de auxiliar
os estudantes na investigagao das raizes reais de um polinémio.

Palavras-chave: Raizes reais, Teorema de Bolzano, Teorema das Raizes
Racionais, Regra de Sinais de Descartes.

ABSTRACT

The search for the real roots of a polynomial is a classic problem in Mathematics and
of fundamental importance for solving various problems in High School. Thus, this
article brings together three theorems that facilitate this search, highlighting
Bolzano's Theorem, the Theorem of Rational Roots, and Descartes' Rule of Signs,
through which it is possible to establish an upper limit for the number of positive or
negative real roots, considering their multiplicities, simply by analyzing the number of
sign variations in the sequence of their real coefficients.

This article demonstrates that the combined use of these theorems can constitute a
didactic tool for high school students in investigating the real roots of a polynomial
with real coefficients. Among the results presented, Bolzano's Theorem stands out,
which, under appropriate conditions, guarantees the existence of at least one real
root in a given interval. In order to facilitate the understanding of the theorems, the
definitions of polynomial, numerical value, and real root are presented, followed by
some examples and applications.

Furthermore, the relationships between the real roots of a polynomial and the
x-coordinates of the points where the graph intersects the x-axis are discussed.
Thus, the article presents a didactic approach, using examples of equation solving
and their respective geometric interpretations, with the aim of assisting students in
investigating the real roots of a polynomial.

Keywords: Real roots, Bolzano's Theorem, Rational Root Theorem, Descartes' Rule of
Signs.

1. INTRODUCAO

E fato que o estudo de equagdes polinomiais é de fundamental relevancia para a
vida escolar dos alunos do Ensino Médio, visto que eles se deparam com diversas
situacgdes reais — tanto na matematica quanto em outras areas do conhecimento —
em que € preciso representar em linguagem algébrica fenbmenos por meio de
féormulas e equacbes. Tais estudos iniciam-se no Ensino Fundamental e, aos
poucos, ganham importancia a medida que o aluno evolui para o estudo das
fungdes e o calculo dos zeros (raizes), como nas fungdes afim e quadratica.



Essa necessidade de transposi¢cao de situagdes reais para a linguagem algébrica é
corroborada por Silva, Santos e Barbosa (2022), que defendem que o dominio das
equagdes polinomiais desenvolve o pensamento algébrico, tornando o conteudo
diretamente aplicavel ao cotidiano do estudante. Sob essa ética, o estudo de
polinbmios deixa de ser um conjunto de algoritmos abstratos e assume o papel de
ferramenta de modelagem.

Existem diversos teoremas na matematica que permitem investigar as raizes reais
de um polinbmio com coeficientes reais; muitas dessas solugbes nédo sao simples
de determinar, pois demandam conhecimentos de Analise Matematica. O foco deste
artigo € apresentar um material para estudantes e professores do Ensino Médio que
facilite a busca por essas raizes.

Inicialmente, sao trabalhados conceitos como o de polinbmios e suas raizes reais.
Em seguida, apresentam-se trés teoremas:

e O Teorema de Bolzano, que ganhou destaque neste artigo e que, em
condigdes adequadas, garante a existéncia de pelo menos uma raiz real em
um determinado intervalo.

e O Teorema das Raizes Racionais, que permite fazer uma previsao sobre as
possiveis raizes racionais de um polindmio com coeficientes inteiros.

e O Teorema de Descartes para polindmios (ou Regra de Sinais de
Descartes), por meio da qual é possivel estabelecer um limite superior para o
numero de raizes reais positivas ou negativas, considerando suas
multiplicidades, por meio da analise do numero de variagdes de sinais na
sequéncia dos seus coeficientes reais.

Para ilustrar, foram incluidos diversos exemplos e aplicacbes acessiveis a
estudantes do Ensino Médio. A aplicagdo conjunta desses teoremas na mesma
equacao pode otimizar a busca por raizes reais, sem a necessidade de resolvé-las
completamente. Além disso, como recursos didaticos para facilitar a compreensao,
construiram-se graficos utilizando ferramentas computacionais, como o GeoGebra e
a linguagem Python.

2. Polindmios e raizes reais
2.1 Definigao de polindmio

Um polinbmio na variavel real x € uma expressao do tipo

p(x)=ax"+a,_ X"+ ..+ax+a,

com a, # 0 e n um numero natural.



a,,a,., ..., a,,a, sao os coeficientes reais.

0 grau do polindmio € um numero natural correspondente ao maior expoente de X,
com coeficiente n&o nulo.

Exemplo: Seja p(x) = x?- 5x + 2. Temos um polindmio com coeficientes reais 1, -5 e
2 e grau 2.

Exemplo: Seja p(x) = 2x*+4x - 3. Temos um polinémio com coeficientes reais 2, 0, 4
e -3, pois é equivalente a p(x) = 2x*+ 0x?+ 4x - 3. O grau é 3.

2.2 Valor numérico e Raiz real

O valor numérico de um polinbmio p(x), para x = a € 0 numero que se obtém
substituindo x por a e efetuando as operacgdes indicadas pela expressao que define
o polinébmio. Indicamos por p(a), com a real.

Se p(a) = 0, o numero a é chamado raiz ou zero de p(x).

Exemplo: Se p(x) = x®+ 2x2+ x - 3, o valor numérico de p(x) para x = 2 é:

p(2)= 22+2.2°+2-3=8+8+2-3=15.Como p(2) 0, entdo 2 ndo é raiz de

p(x). #

Exemplo: Verifique se 1 é raiz de p(x) = x*- x® + x - 1.
Temos que (1) =14-1* +1-1=0. Logo, 1 é raiz de p(x).

2.3 Interpretacgao grafica

Considere o grafico do polindmio f(x) = x2- 5x + 6.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2026)

Veja que f(2) =22-52+6=0ef(3)=32-5.3+6 =0, ou seja, 2 e 3 sdo as raizes do
polinbmio e essas sao as abscissas dos pontos onde o grafico corta o eixo Ox.
Considere o grafico do polindémio f(x) = (x-1).(x-2).(x-3):

- Grafico da Fungao Cubica f{x) = (x — 1)(x — 2)(x — 3)
A T

—_— fix)=(x—1)(x—2)(x—3)
® Raizes(1,0),(2,60), (3,6 0)
0.4 ® Extremos Locais

ExoY
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Fonte: Elaborado pelo autor (2026)
f(1) = (1-1).(1-2).(1-3) = 0, f(2) = (2-1).(2-2).(2-3) = 0 e f(3) = (3-1).(3-2).(3-3) = 0.

Perceba que 1, 2 e 3 sdo as raizes reais do polinbmio e também os valores onde o
grafico intersecta o eixo x. De modo geral, as raizes reais de um polinébmio p(x)



com coeficientes reais correspondem as abscissas dos pontos em que o grafico
intersecta o eixo Ox.

3. O Teorema de Bolzano

Considere o polinbmio com coeficientes reais de grau n dado por p(x) = a.x" +
a,_ X'+ .. +ax+a,eseja (a,b) um intervalo real. Entao:

Se p(a) . p(b) <0, entdo polindmio p(x) possui pelo menos uma raiz real c €
(a,b).

Além disso, considerando as raizes com suas multiplicidades, o numero de raizes
reais no intervalo é impar. Se p(a) . p(b) > 0, ndo podemos garantir a existéncia de
raizes no intervalo dado.

Didaticamente, imagine, por exemplo, que vocé esta no 2° andar (f(x)>0) de um
elevador e 0 mesmo desce até o subsolo -2 (f(x)<0), perceba que ele deve passar
pelo andar térreo (f(x)=0):

Teorema de Bolzano com Trajetéria Real (Curva S)
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Fonte: Elaborado pelo autor (2026)

Uma vez que o movimento é continuo e muda de sinal, pois vai do positivo f(a) > 0 para o
negativo f(b) < 0, a linha azul continua é obrigada a cortar o térreo no ponto vermelho onde



f(c) = 0, ou seja, se o intervalo (a, b) é tal que f(a) . f(b) < 0 entdo f(x) possui pelo menos
uma raiz real c. No geral, temos:

‘y‘

fla);

f(b)

Fonte: Matematica.pt (2026).

4. Exemplos

Exemplo 1
p(x) = x*-5x + 2

p(0)= 0°-5.0 +2=2

p(1)= 1851 +2="-2

Logo, como p(0).p(1) < 0, existe pelo menos uma raiz real entre 0 e 1.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2026)
Analisando o grafico acima percebemos que:

e No intervalo (0,1) existe uma unica raiz real.
e No intervalo (-3,3) temos que f(-3) . f(3) < 0 e temos 3 (impar) raizes reais.

Exemplo 2
p(x) =x°-x - 1
p(1)= 1°-1-1="-1
p(2)= 2°-2-1=29

Assim, como p(1).p(2) < 0, o teorema nos garante pelo menos uma raiz real entre 1
e 2:



Grafico de p(x) = x> — x — 1 nointervalo[1, 2]
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Fonte: Elaborado pelo autor (2026)

Exemplo 3
p(x) =x*+2

p(-1)=(-1)+2=3
p(1) =
12+2=3

Como p(-1).p(1) > 0, ndo podemos concluir, pelo Teorema de Bolzano, que exista
uma raiz real nesse intervalo.



Grafico de p(x) = x2 + 2
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Fonte: Elaborado pelo autor (2026)

Observando o grafico percebemos que o grafico nao intercepta o eixo Ox, portanto,
o polinbmio nao possui raiz real.

Algebricamente, como para todo x real, x> >0 segue que p(x) = x>+ 2 > 0, para

todo x e, portanto, p(x) ndo possui raizes reais.

5. Outros teoremas importantes

5.1 Teorema das Raizes Racionais

Teorema: Se o numero racional r/s, com r € s primos entre si, s # 0, for raiz da
equacao com coeficientes inteiros a,x" + a,_«x"'+ ... + a;x + a, = 0 com a, #
0, entao r é divisor de a, e s é divisor de a,,.

Este teorema permite fazer uma previsdo sobre as possiveis raizes racionais
de uma equacao algébrica com coeficientes inteiros. Algumas observacdes
importantes:

1. Este teorema ndo garante a existéncia de raizes racionais, mas no caso de
elas existirem, mostra como obté-las.

2. O teorema possibilita a formagao de candidatos a raizes racionais obtidas
dos divisores de a, e a,. Se nenhum elemento deste conjunto for a raiz da equacao,
esta ndo admite raizes racionais.



3. Se a, = £1 e os demais coeficientes sao inteiros, a equagao ndo admite
raizes fracionarias, podendo, entretanto, admitir raizes inteiras que sao divisores de
ay.

4. Para formar o conjunto das possiveis raizes racionais da forma r/s é
suficiente fazermosr € Zes € Z;coms # 0.

Exemplo

Determine as raizes racionais do polindmio p(x) = x3- 6x?+ 11x - 6.

Nesse caso, r &€ divisorde a, = -6 e s é divisor de a,=1.
Assim, r € {1, +2, £3, 16} e s € {1} e dai r/s € {1, £2, +3, +6}.
Devemos testar o conjunto {1, +2, +3, +6}

p(1)=13-6.12+11.1-6=1-6+11-6=0
p(2)=2%-6.22+11.2-6=8-24+22-6=0
p(3) = 3°-6.32+11.3-6 =27 -54 +33-6 =0

Dessa forma, 1, 2 e 3 s&o as raizes racionais da equagao.

5.2 Regra de Sinais de Descartes

Teorema: O numero de raizes reais positivas de um polindmio p(x) com
coeficientes reais ndo excede o numero de trocas de sinais nos seus
coeficientes

Para aplicar a Regra de Sinais, o polinbmio deve estar com os termos
ordenados do maior grau para o menor, eliminando os termos, caso existam,
com coeficiente 0.

Cada mudanca de + para - ou de - para + € considerada uma troca de sinal.

Ademais, se N é o numero de trocas de sinais, entdo o numero de raizes
positivas contadas com as multiplicidades é igual a N ou N menos um numero
par (N-2,N-4,...)até chegaraOou 1.

A mesma regra pode ser aplicada para o numero de raizes reais negativas de
p(x), calculando-se p(-x), pois as raizes positivas de p(-x) sdo as negativas de
p(x), mudando apenas o sinal.



Exemplo

Determine o numero de trocas de sinais e 0 numero de raizes positivas e negativas
de p(x) = x? - 5x + 6.

A sequéncia de sinais dos coeficientes é:
o+

+ - +

Temos, portanto, 2 trocas de sinais. Dessa forma, o numero de raizes positivas € 0
ou 2.

Como p(-x) = (-x) 2 - 5(-x) + 6 = x? + 5x + 6 tem coeficientes todos positivos, ndo
ha troca de sinal, dai ndo temos raizes reais negativas.

Vejaque p(2) =22-52+6=4-10+6=0 e p(3)=32-53+6=9-15+6=0
ou seja, 2 e 3 sdo as raizes positivas de p(x).

Exemplo

Determine o nimero de raizes reais positivas e negativas do polinémio p(x) = x* -
4x3+ 2x* + 4x - 8.

A sequéncia de sinais dos coeficientes ¢ + -+ + -,

+-++-+
-+ + -
+-++-

Como temos 3 mudancgas de sinais, entdo o numero de raizes reais positivas € 3
ou 1.

Como p(-x) = (-x)*- 4(-x)*+ 2(-x)? + 4(-x) - 8 = x*+ 4x>+ 2x? - 4x - 8, sequéncia
de sinais € :
++ + - -

Temos 1 troca de sinal, portanto, exatamente uma raiz negativa. De fato, usando o
software como GeoGebra, vemos 1 raiz real negativa e 1 positiva.



Fonte: Elaborado pelo autor com auxilio do Geogebra

6. Atividades propostas

Atividade 1

Use o Teorema de Bolzano para mostrar que p(x) = x>+ X - 1 possui raiz real entre
Oe1.

p(0)=0°+0-1=-1
p(1)=10+1-1=1

Veja que como p(0) . p(1) < 0, o Teorema de Bolzano garante a existéncia de pelo
menos uma raiz real no intervalo (0,1). Como a sequéncia de sinais dos coeficientes
é



+ + -

e ocorre 1 troca de sinal, a Regra de Sinais de Descartes garante que p(x) tem
apenas 1 raiz real positiva.

Verifiquemos tal fato construindo o grafico de p(x) = x®+ x - 1 utilizando o software
Geogebra:

Fonte: Elaborado pelo autor com auxilio do Geogebra

Atividade 2

Encontre uma raiz aproximada do polinémio p(x) = x*+ x - 5, utilizando o Teorema
de Bolzano.

p(1)=14+1-5=-3
p(2)=2'+2- 5=13

Como p(1) . p(2) < 0 e ocorre apenas 1 troca de sinal na sequéncia dos coeficientes,
temos exatamente 1 raiz real positiva no intervalo (1,2). Fazendo mais alguns testes

p(1,5) = (1,5)*+ 1,5 - 5=5,0625 +1,5- 5 = 1,5625.
p(1,4)=(1,4)+14- 5=3,8416 +1,4-5=0,2416>0

p(1,3) = (1,3)*+ 1,3 - 5=2,8561+1,3-5=-0,8439 < 0



Como p(1,3) .p(1,4) < 0, entédo existe uma raiz entre 1,3 e 1,4. Fazendo mais alguns
testes para refinar a solugao:

p(1,35) = (1,35)* + 1,35 - 5 = 3,3215 +1,35 - 5 = - 0,3285
p(1,37) = (1,37)*+ 1,37 - 5=23,5227+1,37 - 5=-0,1072
p(1,38) = (1,38)*+ 1,38 - 5= 3,6267+1,38 - 5 = 0,0067

Assim, 1,38 é uma boa aproximagao com 2 casas decimais para a raiz de p(x). Veja
o grafico abaixo

Graphof p(x)=x*+x—5
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Fonte: Elaborado pelo autor (2026)
Atividade 3

Use a Regra de Sinais de Descartes para estimar o maior numero de raizes
positivas ( limite superior) do polindmio p(x) = x*- 3x*+ 2x2- 6.

A sequéncia de sinais dos coeficientes é:



+ - + -

+ - + -

Sé&o 3 trocas de sinais, portanto, temos 1 ou 3 raizes positivas; portanto s&do no

maximo 3 raizes. Em particular, verificamos pelo grafico abaixo que p(x) s6 possui 1
raiz positiva.

=6

Fonte: Elaborado pelo autor com auxilio do Geogebra

Atividade 4

Use os trés teoremas mencionados neste artigo para encontrar as raizes da equagao
p(x) = 2x3- 5x?-4x + 3

Utilizando a Regra de Sinais para saber a quantidade de trocas de sinais:

Temos 2 trocas de sinais, portanto, o numero de raizes positivas é 2 ou 0. Analisando o

numero de trocas de sinais de p(-x) = 2(-Xx)*- 5(-x)?- 4(-x) + 3 = - 2x3- 5x2+ 4x + 3



Ocorre 1 troca de sinal, portanto, temos exatamente 1 raiz real negativa. Assim,
temos

e 2 ou 0 raizes reais positivas

e 1 raiz real negativa

Vamos usar o teorema de Bolzano para investigar os intervalos reais onde essas
raizes possam estar:

p(0) = 2.0°-5.02-4.0 + 3 =3 p(1)
= 213-512-41+3=-4

Temos uma raiz positiva entre 0 e 1. Como ja encontramos uma raiz positiva e pela
Regra de Sinais temos 2 ou 0 raizes positivas, resta localizar mais 1 raiz positiva.

p(-2) = 2.(-2)*- 5.(-2)*- 4.(-2) + 3=-25
Assim, uma vez que p(0) =3 > 0 e p(-2) < 0, existe uma raiz negativa entre -2 e 0.

Utilizando o teorema da raizes racionais em p(x) = 2x3- 5x?- 4x + 3, sendo r é divisor
de a, =3 e s édivisorde a,=2,temos quer € {+1, +3} e s € {1, £2,} e dai
r/'s € {1, £3, £1/2, £3/2}.

Temos uma 1 raiz entre 0 e 1, e entre -2 e 0, fazendo o teste com os valores da lista
parax=1/2e x =-1:
p(1/2) = 2.(1/2)*- 5.(1/2)*- 4.(1/2) + 3 =1/4 - 5/4 -2 +3 = 0.
p(-1) =2.(-1)*- 5.(-1)*-4.(-1)+3=-2-5+4+3=0
Portanto, 1/2 é raiz e -1 sao raizes. Falta encontrar a outra raiz positiva. Como p(1) =

- 4 e a maior raiz positiva dos candidatos racionais € 3, determinemos p(4) para
verificar se existe uma raiz entre 1 e 4:

p(4)=24°-54%-44+3=128-80-16+3=35>0
Logo, temos uma raiz entre 1 e 4. Testando x = 3 da lista:
p(3)=2.3%*-532-43+3=54-45-12+3=0

Assim, as raizes de p(x) sao -1, 1/2 e 3.



7. CONCLUSAO

Vimos, neste artigo, que encontrar as raizes reais de um polindmio com coeficientes
reais muitas vezes ndo € uma tarefa simples. No entanto, a combinac¢do de alguns
teoremas, como o Teorema de Bolzano, a Regra de Descartes e o Teorema das
Raizes Racionais, constitui uma ferramenta importante na busca por essas raizes.

O artigo deu destaque ao Teorema de Bolzano, por meio do qual é possivel
investigar a existéncia de raizes reais em um determinado intervalo. Embora nao
seja possivel encontrar o valor exato da raiz por meio desse teorema, em condi¢des
adequadas, ele garante a existéncia de pelo menos uma raiz real em um
determinado intervalo. Além disso, podemos aplica-lo iterativamente para obter um
valor aproximado da raiz, caso ela nao seja inteira, por exemplo. Dessa forma, o
teorema constitui um importante instrumento de investigagao para alunos do Ensino
Médio.

A analise conjunta dos trés teoremas, em alguns casos, pode contribuir para
determinar a quantidade exata de raizes reais e, consequentemente, inferir a
quantidade de raizes complexas ndo reais. Isso ocorre porque segundo o Teorema
Fundamental da Algebra, todo polindmio de grau n, com coeficientes complexos,
possui exatamente n raizes complexas, contando-se as multiplicidades. Assim, para
um polinbmio com coeficientes reais, uma vez conhecida a quantidade exata de
raizes reais, contando-se suas multiplicidades, € possivel determinar, por diferenca,
a quantidade de raizes complexas nao reais.

Do ponto de vista didatico, o uso desses teoremas, associado a ferramentas
computacionais, como Python e GeoGebra, pode contribuir significativamente para
a compreensao e a aprendizagem desses conteudos, constituindo um recurso
relevante tanto para alunos quanto para professores.
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